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1. (20%) ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈
[
0, π2

]
τέτοιο ώστε

lim
x→ξ

sinx− sin ξ − ξx+ ξ2

x− ξ
= 0 .

2. (20%) ΄Εστω a < c < b και f : [a, b]→ R µια παραγωγίσιµη συνάρτηση, µε τις ιδιότητες

(i) η f ′ είναι συνεχής στο [a, b],

(ii) η f ′ είναι παραγωγίσιµη στο (a, b),

(iii) ισχύει η σχέση
f(b)− f(c)

b− c
=
f(c)− f(a)

c− a
.

∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′′(ξ) = 0.

3. (20%) Ας είναι f : R → R µια παραγωγίσιµη και περιοδική, µε περίοδο T , συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f ′

είναι περιοδική µε περίοδο T .

4. (20%) Ας είναι f : R→ R και g : R→ R δυο συναρτήσεις, µε τις ιδιότητες

(i) f(x) = x+ a, ∀x ∈ R, όπου a ∈ R είναι µια σταθερά,

(ii) η g είναι παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της,

(iii) f ◦ g = g ◦ f .

∆είξτε ότι η g′ είναι περιοδική, µε περίοδο a.

5. (20%) Ας είναι f : I → R, όπου I ένα διάστηµα της πραγµατικής ευθείας, µια παραγωγίσιµη στο πεδίο
ορισµού της συνάρτηση, τέτοια ώστε η παράγωγος της να µηδενίζεται σε ολόκληρο το διάστηµα I εκτός
από ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων του. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή στο I.


